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1st $j ein gesiittigtes Homomorph endlicher auf&barer Gruppen, so enthtit 
fi, wie leicht einzusehen ist, genau eine maximale Formation b. Gegenstand 
dieser Note ist die Untersuchung einiger Eigenschaften von $ sowie von 
Beziehungen zwischen 43 und b. Dies liefert im ersten Abschnitt such einige 
Bedingungen daftir, daB ein getittigtes Homomorph eine gesattigte Formation 
ist. Im zweiten Abschnitt wenden wir einige Ergebnisse von Abschnitt 1 an, 
z.B. auf einen Spezialfall der Frage, welche gesgttigten Homomorphe Deck- 
Meide-Eigenschaft haben. 1st TJ die maximale Formation in dem geslttigten 
Homomorph 8, so ist sie es insbesondere such in dem von IJ erzeugten gesit- 
tigten Homomorph E& Deshalb werden im abschlieBenden dritten Abschnitt 
diejenigen Formationen $ charakterisiert, fur die E& selbst wieder eine Forma- 
‘tion, also die von b erzugte gesgttigte Formation ist. 
1.1. DEFINITION. (a) 1st ‘9.R eine Menge von Gruppen, so sei 
Pr(!BJ) = {G 1 G ist isomorph zu einer primitiven Faktorgruppe einer 
Gruppe aus ‘3X} 
Fr(fm) = {G 1 Es gibt eine Gruppe H aus ‘$I und einen frattinischen 
Hauptfaktor K/L von H derart, dal3 G isomorph ist zur 
zerfallenden Erweiterung von K/L mit H/C,(K/L)}. 
Pr(%R) und Fr(‘B$) sind also Klassen primitiver Gruppen. Besteht ‘91 nur aus 
einer Gruppe H, so schreiben wir such Pr(H) und Fr(H). 
(b) 1st b ein Homomorph, so bezeichnen wir wie in [5] mit m(b) den 
Rand von b (das zu b gehiirige Antihomomorph), d.h. die Menge derjenigen 
Gruppen, die selbst nicht aus b sind, deren samtliche echten Faktorgruppen 
aber aus TJ sind. 
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1.2. LEMMA. Ist f  eine Formation, so ist Fr(f) LPr(f). 
Beweis. Sei GE Fr(f). Dann gibt es eine Gruppe HE f  und einen frattini- 
schen Hauptfaktor K/L von H derart, daR die zerfallende Erweiterung von 
K/L mit H/C,(K/L) isomorph zu G ist. 1st M ein zu K/L H-isomorpher H- 
Modul, so ist nach [9, VI, 7.211 die zerfallende Erweiterung X von M mit H 
aus f. Da G isomorph zu einer Faktorgruppe von X ist, folgt GE f, also 
GE Pr(f); w.z.b.w. 
1.3. LEMMA. Seien p und q Mengen primitiver Gruppen mit q C p. Dann 
ist f(p, q) = {G 1 Pr(G) C p und Fr(G) C q} eine Formation. 
Beweis. Offenbar ist f  =f(+.~, q) ein Homomorph. Seien nun G/Ml und 
G/M2 aus f. Dann haben wir G/Ml n M, E f  zu zeigen. Dazu kiinnen wir 
annehmen, da8 Ml und M2 minimale Normalteiler von G sind mit 
Ml r~ M2 = 1. Sei nun G/D eine primitive Faktorgruppe von G und G/D # p. 
Dann gilt Ml n D = M, n D = 1. 1st A/D der minimale Normalteiler von 
G/D, so folgt M,D = M2D = A. Offenbar ist M,M,IMl G-isomorph zu A/D. 
1st MlM2/Ml komplementierbar, so besitzt G/Ml eine zu G/D isomorphe 
Faktorgruppe im Widerspruch zu G/M, E f. Also ist MIM,/Ml ein frattinischer 
Hauptfaktor von G/M, . Es folgt G/D E Fr(G/M,), was wegen Fr(G/M,) C q C p 
ein Widerspruch ist. Also ist Pr(G) C p. 
Sei nun K/L ein frattinischer Hauptfaktor von G und die zerfallende Erwei- 
terung X von K/L mit G/C,(K/L) nicht aus q. Nach [I] kommt ein zu K/L 
G-isomorpher frattinischer Hauptfaktor such in einer Hauptreihe von G durch 
Ml vor. Da G/Ml E f  ist, kijnnen wir annehmen, da8 K/L G-isomorph zu Ml ist, 
und daB Mr frattinisch ist. Dann ist aber MlM2/M2 ebenfalls frattinisch und 
G-isomorph zu K/L, was G/M2 E f  widerspricht; w.z.b.w. 
1.4. Sate. Sei $ ein geslttigtes Homomorph. 
(a) Dann enthilt J3 genau eine maximale Formation lj = {G / GE 9, 
Fr(G) C 5). 
(b) Genau dann ist G E h, wenn fur jedes HE 5 jedes subdirekte Produkt 
von G mit H in $j liegt. 
Beweis. (a) Es ist h = {G / Pr(G) C Pr(Jj) und Fr(G) C P,(e)}, also nach 
1.3 eine Formation. Sei nun f  eine in 5j enthaltene Formation. Nach 1.2 ist 
Fr(f) C Pr(f) und natiirlich Pr(f) C Pr($). Also ist Fr(f) cPr(!$) und damit 
fcb. 
(b) Sei G E h, HE & und X ein subdirektes Produkt von G mit H, d.h. 
es gibt Normalteiler N1 und Na von X rnit X/N1 E G, X/N, g H und 
N1 n Na = 1. Sei X $ !$ Dann gibt es eine primitive Faktorgruppe X/D von X, 
die nicht aus sj ist. Sei A/D der minimale Normalteiler von X/D. Nach [l] 
kommt ein zu A/D X-isomorpher komplementierbarer Hauptfaktor K/L such 
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in einer Hauptreihe von X durch Na vor. Wiire Na <L, so folgte X/D E 8. Also 
ist K < Ns . Dann ist KNJLN, ein zu A/D X-isomorpher Hauptfaktor von 
X/N1 , der moglicherweise frattinisch ist. Aus X/N1 E h folgt aber such in 
diesem Fall nach Definition X/D E $3; 
Sei nun umgekehrt jedes subdirekte Produkt von G mit jeder Gruppe aus fi 
selbst wieder aus &. Dann liegt G in 6. Angenommen, G liegt nicht in $. Dann 
besitzt G einen frattinischen Hauptfaktor K/L derart, daR die zerfallende 
Erweiterung X von K/L mit G/C,(K/L) nicht aus 5j ist. Sei andererseits M ein 
zu K/L G-isomorpher G-Modul und G1 die zerfallende Erweiterung von M 
mit G. Dann besitzt G1 einen Normalteiler N mit N n M = 1, NG = G1 und 
G n N = L. Es folgt G,/N z G/L E 5. Ferner ist GLUM E G, d-h. G1 ist ein 
subdirektes Produkt von G und G/L und damit nach Voraussetzung aus fi. Da 
X isomorph ist zu einer Faktorgruppe von G1 , ergibt sich ein Widerspruch; 
w.z.b.w. 
Dis maximale in einem geslttigten Homomorph enthaltene Formation ist 
bis auf die trivialen Fglle nie gesgttigt oder total ungesgttigt, wie wir gleich 
einsehen wollen. Dabei hei& nach Doerk [S] eine Formation f total ungesittigt, 
wenn jede Gruppe, die einen f-Projektor besitzt, bereits selbst aus f ist. 
1.5. Satx. Sei $ ein gesattgtes Homomorph und E, die maximale in $j 
enthaltene Formation. 
(a) 1st IJ gesgttigt, so ist b = $$ d.h. @ ist selbst eine gesattigte Formation. 
(b) 1st Q total ungedttigt, so ist b = $j = G. 
Beweis. (a) Sei G aus $j, von minimaler Ordnung nicht aus h. Dann ist G 
primitiv, da $ gesattigt ist. 1st M der minimale Normalteiler von G, so ist 
G!M E h, also Fr(G/M) C B. Da M nicht frattinisch ist, folgt such Fr(G) C fi 
im ~~iderspruch zu G 4 9~ 
(b) Sei G E m(h). Dann besitzt G genau einen minimalen Normalteiler && 
und es ist G/M E b. Ware M komplementierbar und H ein Komplement von M, 
so ware W offenbar ein h-Projektor von G, was nicht sein kann. Also ist 
M < Q(G) und damit G E fj. Aus G 4 E, folgt, da13 die zerfallende Erweiterung 
X von M mit G~C~(~~) nicht aus $j ist. Da X/M aber aus I$ ist, hatte X dann wie 
oben G h-Projektoren und w3ire selbst nicht aus h. Dieser Widerspruch ergibt 
m(Q) = 0, also h = 6; w.z.b.w. 
Wir erinnern an die folgende AbschluBoperation: 
E$Jl = (G 1 G besitzt einen Normalteiler N < G(G) mit G/N E ‘$21. 
1st f eine Formation, so ist Ecef im allgemeinen keine Formation (vergl. Abschnitt 
3), aber stets ein gesattigtes Homomorph, nlmlich das von f erzeugte. Wir 
definieren deshalb: 
456 KAY-UWE SCHALLER 
1.6. DEFINITION. 1st h eine Formation, so sei A& die nach 1.4 existierende 
maximale in EJj enthaltene Formation. Dann ist &I) = (G 1 G E EJj, 
Fr(G) C $1. Man sieht unmittelbar ein, da0 A, eine AbschluRoperation fur 
Formation ist. 
1.7. Bemerkung. Offenbar tritt eine Formation h genau dann als maximale 
Formation in einem gesattigten Homomorph auf, wenn A,& = h gilt. Diese 
Bedingung ist eine Abschwachung der Sattigungseigenschaft von Formationen, 
denn sie besagt, daD aus G/@(c) E b zusammen mit Fr(G) _C h such GE h 
folgt . 
In der Bezeichnungsweise von 1.3 sind die A,-abgeschlossenen Formationen 
gerade diejenigen, die sich in der Form f(p, p) mit einer Menge primitiver 
Gruppen p schreiben lassen. Dies folgt unmittelbar aus 1.4. 
Als nachstes wollen wir diejenigen gesattigten Homomorphe bestimmen, 
die die gleiche maximale Formation enthalten. Dazu definieren wir: 
1.8. DEFINITION. Sei !CJ ein gestittigtes Homomorph und lj die maximale in 
!?J enthaltene Formation. 
(a) Dann sei 4j,, = E,&. 
(b) Sei !+jr, = {G / Die B-Projektoren von G sind aus b}. Offenbar ist !&, 
eine Formation. Sei Jj” = (G 1 Gb < Gab}. Dann ist fro ein gesattigtes Homo- 
morph. Das zugehijrige Antihomomorph ist gerade m(g) n 5& , d.h. die Menge 
aller primitiven Gruppen aus m(h). 
1.9. Lutz. Seien 3 und $j gesattigte Homomorphe. Dann sind gleichwertig: 
(1) 5 und 5 enthalten die gleiche maximale Formation, 
(2) $0 c 5 c 43O1 
(3) 450 = 50, 
(4) $0 = 5”. 
Beweis. Gilt (l), und ist f die maximale in 3 und $ enthaltene Formation, 
so ist EJ = !+jo C 5. Sei G aus 5, von minimaler Ordnung nicht aus $3”. Dann 
ist G primitiv, und ist H ein Komplement des einzigen minimalen Normalteilers 
von G, so ist H ein &Projektor von G und aus f. Aus Fr(G) = Fr(G/M) und 
G E 5 folgt dann mit 1.4 aber G E f, im Widerspruch au G $ $0. 
Gilt nun (2), und ist f die maximale Formation in 5, h diejenige in fi, so ist 
h C f wegen EJj = $jo C 3. Sei nun G aus f, von minimaler Ordnung nicht 
aus $. Dann besitzt G genau einen minimalen Normalteiler iVi, und es ist 
G/M E b. Sei zunachst M komplementierbar und H ein Komplement von M. 
1st G E 5j so ist nach 1.4 such G E b. Also konnen wir armehmen, daD H ein 
Sj-Projektor von G ist. Dann ist G E fib , und aus f C $0 folgt G E $0 n !G& = 6. 
Es bleibt der Fall zu betrachten, da8 M frattinisch ist in G. Dann ist die zer- 
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fallende Erweiterung X von M mit G/C,(M) nicht aus 8, da G 4 h. Aus 
G/C,(M) E h folgt aber wie oben XE St,. Andererseits liefert Fr(G) C Pr(f) 
jedoch X E f C fro und somit doch X E h. Es gilt folglich f = h und damit 
B. = $jo , d.h. aus (2) folgt (3). 
Es gelte nun (3). Seien f bzw. h die maximalen Formationen in ‘$j bzw. 5. 
Dann ist &,f = E& 1st G E f, so ist G E E,E) C 9, also f C h und ebenso h _C f, 
d.h. es ist f = h. Sei nun GE so, von minimaler Ordnung nicht aus sj”. Dann 
ist G E !$ , G ist primitiv und die Faktorgruppe nach dem einzigen minimalen 
Normalteiler M ist aus h = f. Es folgt G/M E 5. 1st G selbst aus 5, so ist 
G E f nach 1.4. Andernfalls ist G E & , also wegen G E $J” ebenfalls G E f. In 
beiden Fallen ergibt sich also GE f = h und damit so 2 !+j”. Ebenso erhalt 
man so C so und damit 5” = fro, d.h. aus (3) folgt (4). 
Es gelte nun schliehlich (4). S eien f bzw. h die maximalen Formationen in 3 
bezw. &. Sei G e f, von minimaler Ordnung nicht aus $. Dann ist G E B” = sj”, 
also G” < G%. Es folgt G $5. Da die Faktorgruppe nach dem einzigen mini- 
malen Normalteiler M von G aus h ist, ist M komplementierbar, und die 
Komplemente von M sind die $j-Projektoren von G. Diese sind aber aus $, d.h. 
es ist G E $0 und damit doch G E h. Ebenso ist h C f und es folgt (1); w.z.b.w. 
1.10. KOROLLAR 1. Ist f die muximale in 5 und 5 enthaltene Formation, so ist 
sie es such in 5 n $$ und in (3, 8) = {G 1 G = (F, H) fiir alle S-Projekturen F 
und alle !+j-Projektoren H von G}. 
Beweis. Die Aussage iiber 5 n 5 ist trivial. Sei nun G E (5, G), von mini- 
maler Ordnung nicht aus a”. Dann ist G primitiv, und die Komplemente des 
minimalen Normalteilers von G sind aus f. Folglich sind sie g-Projektoren und 
$j-Projektoren von G im Widerspruch zu G E (5, 8); w.z.b.w. 
1.11. KOROLLAR 2. Sei 5 ein gesiittigtes Homomrph. Dunn sind gleichwertig: 
(1) $j ist eim gesiittigte Formation; 
(2) 60 = sj”; 
(3) Zwischen !+jo und fro liegen nur endlich viele gesiittigte Homomorpke. 
Beweis. Offenbar folgt (2) aus (1) und (3) aus (2). Es gelte nun (3). Sei h 
die maximale in 5 enthaltene Formation. Dann ist fro C %h n $0. 1st umgekehrt 
G E ‘%h n B”, von minimaler Ordnung nicht aus so , so ist G primitiv und die 
Faktorgruppe nach dem minimalen Normalteiler von G ist aus h wegen G E !J&. 
Also ist G E (Bo)s . Nach 1.9 ist (fio)O = sj”, also G E h. Es folgt a0 = ‘Rh n 5O. 
Sei nun fii = ‘%+lh n $30, i > 0. Da Wi+lh eine gesattigte Formation ist, ist 
$ji ein gesattigtes Homomorph fur alle i, und es ist $jj, C &+i . Nach Voraus- 
setzung (3) ist !& = !&+1 fur ein k. 1st 5 keine gesiittigte Formation, so gibt 
es eine Gruppe GE 9 n m(h). Dann besitzt G nur einen minimalen Normal- 
teiler M, und es ist GE $jO n !Qh = !+j, . Sei char M = p und q eine von p 
458 KAY-UWE SCHALLEK 
verschiedene Primzahl. Dann besitzt G einen treuen und irreduziblen Modul 
rC, iiber GF(q). Sei GI. die zerfallende Erweiterung von rC, mit G. Dann ist 
G, E ‘%*b und ferner Gr E so, denn andernfalls miiI3te Gi E m&O) r\ !$ye , 
also GE h sein. Also ist G1 E 4$, . Durch wechselweises Daruntersetzen treuer 
und irreduzibler Moduln iiber GF(p) und GF(q) erhalten wir schlieBlich eine 
Gruppe Gk+r , die mit dem gleichen SchluR aus &+t aber offenbar nicht aus 
Sjk ist; w.z.b.w. 
Bemer~ng. Urn zu entscheiden, ob $j = $30 ist, ist es nicht unbedin~ 
notig, die maximale in sj enthaltene Formation zu bestimmen. Sind namlich 
fr und fz Formationen und fi n fa gesattigt in fr , so ist {G 1 Gfl < Gft} ein 
gesattigtes Homomorph, und genau dann ist 9 = $j”, wenn sich $j auf diese 
Weise konstruieren l&t. Dies wurde z.B. in [lo] angewandt. 
Zum AbschluB dieses Abschnitts woilen wir noch kurz eingehen auf die Frage, 
ob sich AbschluBeigens~haften der maximalen in .$j enthaltenen Formation b 
auf $j iibertragen. Das ist im allgemeinen natiirlich nicht der Fall, jedoch gilt: 
1.12. LEMMA. Se-i sj = !?Jo ein gesiittigtes Homomorph und lj die maximale 
~TZ J3 enthaltene Formation. 
(a) Genau daan ist $I abgesch~oss~ gegeniiber l~~~~t~‘~erbi~d~~, wan fi 
es ist. 
(b) Genau dann ist 3j abgeschlossen gegeniiber der Bildung norm&r Pro- 
dukte, wenn Ij es ist. 
Beweis. (a) Sei fi no~alteile~bges~hlo~en, G aus b, N ein ~ormalteiler 
von G und N nicht aus h. Dann ist NE Ed, d.h. es ist Nap E b. Sei M ein 
minimaler Normalteiler von G mit M < Q(N). Per Induktion iiber / G / konnen 
wir N/M E h annehmen. Also gibt es unterhalb von M einen Hauptfaktor K/L 
von N derart, dai3 die zerfallende Erweiterung X von K/L mit N nicht aus J3 
ist. Sei M rsomorph zu M als G-Modul und G die zerfallende Erweiterung von 
&? mit G. Wegen G f  b ist dann G E $j. Es ist BN a G, also SN E 5. Aus der 
Vollreduzibilit~t von MN folgt, dal.3 K/L N-isomorph ist zu einem Faktormodul 
von MN, d.h. es ist X isomorph zu einer Faktorgruppe von mN, woraus doch 
xe$j folgt. 
Sei umgekehrt b normalteilerabgeschlossen, G aus Jj und N ein Normalteiler 
von G, der nicht aus 5 ist. Sei M ein minimaler Normalteiler von G. Dann 
kiinnen wir per Induktion NMIM E fi annehmen. Es folgt M < N und N~M E 5 
fi.ir alle minimalen Normalteiler M von G. Sei S ein &Projektor von N. Dann 
ist MS = N fur alle minimalen Normalteiler M von G. Insbesondere ist 
corec S = 1. Es ist G/@(G) E 4, also such N/N n @P(G) E b. Insbesondere ist 
N n Q(G) =f 1. Sei nun M ein minimaler Normalteiler von G mit M < N n 
cl>(G). Aus S < N folgt S@ < N fiir alle g E G, und der FrattinischluB liefert 
N&S) N = N&S) M = G. Aus M < G(G) folgt S d G und damit S = I 
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wegen coreo S = 1. Es ergibt sich N = A4, d.h. N ist ein minimaler Normal- 
teiler von G. Sei char N = p. Dann ist p such ein Teiler von / G/@(G)1 . Sei 
U/V ein p-Hauptfaktor von G/@(G). D ann ist G/V E h, also such U/V E lj als 
Normalteiler von G/V. Also liegt die zyklische Gruppe der Ordnungp in lj und 
damit ist such NE h C $j. 
(b) Sei !jj abgeschlossen gegentiber normalen Produkten. Sei G = NrN, 
mit Normalteilern N1 und Na von G und Nt , N, E h. Sei M ein minimaler 
Normalteiler von G. Per Induktion konnen wir dann G/ME lj annehmen. 
Da h eine Formation ist, kiinnen wir ferner annehmen, dai3 G nur den einen 
minimalen Normalteiler besitzt und daB er in Ni n N, liegt. AuBerdem ist iV2 
frattinisch, da G aus !$ ist. Sei @ zu M isomorph als G-Modul. Dann ist die 
zerfallende Erweiterung G von J?? mit G nicht aus 8. G besitzt einen mini- 
malen Normalteiler D < &!M mit it7 n D = M n D = 1. Sei X, = MN, . 
Dann ist D < Xi und folglich L3N, = X, . Es folgt X,/D s X,/M s N1 und 
damit X,/-q n I) = X1 aus $$. Ebenso ergibt sich X, E $5, und da Xi und X, 
Normalteiler von G sind mit X,Xa = G, folgt doch GE @, also G E h. 
Sei umgekehrt h abgeschlossen gegentiber normalen Produkten. Sei G = N,N, 
mit Normalteiiern N, und N, von G und hJ, , Ne E &. Sei M ein minimaler 
Normalteiler von G. Per Induktion konnen wir dann G/ME 5j annehmen. 
Somit ist G primitiv. Es ist Nr E 8, also N,/@(N,) E lj. Aus Qs(N,) < @i(G) = 1 
folgt N1 E h und ebenso N, E h. Daraus ergibt sich GE h C 9; w.z.b.w. 
2 
In diesem Abschnitt wollen wir an einigen einfachen Beispielen zeigen, wie 
die Ergebnisse aus Abschnitt I angewandt werden konnen. 
Beweis. Sei G aus $j, von minimaler Ordnung nicht aus 5,. Dann ist G 
primitiv. 1st N ein Komplement des minimalen Normalteilers von G, so fotgt 
aus GE ‘W, dal3 H nilpotent ist. Offenbar ist ein gesattigtes Homomorph, das 
nur nilpotente Gruppen enthglt, eine gesgttigte Formation. Also liegt ‘% n Sj 
in der maximalen in $ enthaltenen Formation 6. Insbesondere ist HE lj, und da 
G primitiv ist, ist dann such G E h; w.z.b.w. 
Es ergibt sich ein anderer Beweis eines unverijffentlichten Satzes von 
Doerk [6]. 
2.2. Lutz (Doerk). Sei $5 ein ges&tigtes Homomorph C ‘W. 1st sj eine 
Fittingklasse, so ist $j eine ges&gte Formation. 
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Beweis. Nach 2.1 ist & = E&, wobei b die maximale in 43 enthaltene Forma- 
tion ist. Nach 1 .I2 ist fi eine Fittingklasse, also eine Fittingformation C sn2, 
und damit nach Hawkes [8] gesattigt. Es folgt l&h == h; w.z.b.w. 
2.3. KOROLLAR. Sei 9 ein gesiittigtes Homomorph C ?R3. Ist $j eine Fitting- 
klasse, so ist 6 .= $j, , dh. es gibt eine Fittingformation b mit 5 = E&. 
BEWe&. Das folgt aus 1.12 und wie in 2.1 aus der Tatsache, da8 !Bt2 n jj 
nach 2.2 in der maximalen in $j enthaltenen Formation liegt. 
Als zweite Anwendung betrachten wir gesattigte Homomorphe mit Deck- 
Meide-Eigenschaft. In [5] zeigte Doerk, daB ein gesattigtes Homomorph mit 
Deck-Meide-Eigenschaft, das die Form E& mit einer Formation b hat, eine 
gesattigte Formation ist. Der Beweis von 1.11 lieferte, daB fiir ein gesiittigtes 
Homomo~h $j, das keine Formation ist, die Klassen fro n !$I), k ==I I, 2,..., alle 
verschieden sind mit gleicher maximaler Formation. (Dabei ist l&b = fi” n %@>. 
Aus dem eben erwlihnten Satz von Doerk ergibt sich nun mit einem ghnlichen 
SchluB das folgende, etwas allgemeinere Ergebnis: 
2.4, B~rkung. Sei $j ein gesgttigtes Homomorph mit Deck-&Ieide- 
Eigenschaft und tj die maximale in $j enthaltene Formation. Es gebe eine ganze 
Zahl k 3 0 mit sj C Wkh. Ferner gelte zus8tzlich eine der folgenden Bedin- 
gungen : 
(a) .$j = fro f7 skl,l. 
(b) Es gibt mindestens zwei verschiedene Primzahlen p und q mit Z, und 
Z, aus sj. 
(c) Es gibt eine Primzahl Y mit 4, C 6,t . 
Dann ist $ eine geslttigte Formation. 
Beweis. Zunkhst gelte (a) oder (b). Sei k minimal gew&lt mit 8 C %Zg. 
Nach dem oben erwiihnten Satz von Doerk kannen wir k 2 2 voraussetzen. 
Wir zeigen zuniichst: 1st $s keine gesittigte Formation, so enttilt $j bis auf 
Isomorphie nur eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung, etwa zur Prim- 
zahl p, und es ist $j C B,%k-lh. Sonst gibt es eine Gruppe GE 4j n m(31k-*~) 
und eine Primzahl q mit 2, E $j derart, daD q und die Ch~te~stik des mini- 
malen Normalteilers M von G voneinander verschieden sind. Sei s eine von q 
und char M verschiedene Prim&l. Dann besitzt G einen treuen und irredu- 
ziblen Modul K tiber GF(s). Sei G1 die zerfallende Erweiterung von K mit G. 
Da Gi E ?Bk+llj ist, ist G ein s-Projektor von Gr . Nach [4] besitzt G1 einen treuen 
und irreduziblen Modul L iiber GF(q) derart, dal3 L, den irreduziblen trivialen 
Modul als Faktormodul enthilt. Sei Gs die zerfallende Erweiterung von L mit 
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G, . Dann besitzt LG einen Normalteiler T <L mit LG/T E sj. Aus der Deck- 
Meide-Eigenschaft von !+j folgt, da0 LG ein !$Projektor von G, ist. Offenbar 
ist L die Fittinggruppe von LG, d.h. es ist LG E ‘LB2”-t1h im Widerspruch zu 
$j C ?Rkb. Damit ist die Behauptung und insbesondere such die Bemerkung 
unter Voraussetzung (b) bewiesen. Gilt (a), so sei 2, die einzige Gruppe von 
Primzahlordnung aus $ und 9~ C G,ak-lh. Sei G E !+j, von minimaler Ordnung 
nicht aus mk-lh. Wegen K >, 2 ist G primitiv. Sei M der minimale Normalteiler 
von G. Dann ist char M = p. Sei H ein Komplement von M in G und s eine 
zu j G 1 teilerfremde Primzahl. Da H einen treuen und irreduziblen Modul 
(n&nlich M) iiber GF(p) besitzt, besitzt H nach [7] such einen treuen und irre- 
duziblen Modul K iiber GF(s). Sei Gr die zerfallende Erweiterung von K mit H. 
Dann ist G, E akh. Aus H $ b und HE Go folgt wegen m(!+jO) C m(h) such 
G, E Jj” und damit G, E $3. Das widerspricht 5 C G,‘%*-‘h. 
Seirr={pIZ,E$}. Z urn Beweis der Bemerkung unter der Voraussetzung 
(c) gentigt es, $ C 6, zu zeigen. Besteht rr niimlich nur aus einer Primzahl p, 
so folgt dann $3 = 6,. Andernfalls enthalt rr mindestens zwei verschiedene 
Primzahlen, und die Behauptung folgt, da dann Voraussetzung (b) gilt. 
Sei also G E $, von minimaler Ordnung nicht aus 6, . Dann ist G primitiv. 
Sei M der minimale Normalteiler von G und char M = q. Dann ist 2, # 43. 
1st H ein Komplement von M in G, so sind 1 M / und 1 H j teilerfremd. Ferner 
ist G eine r’-Gruppe. Sei HI das regulare Kranzprodukt 2, \ H und Z,* die 
Diagonale von HI , d.h. der Normalteiler 2,. x * * * x 2, . Da H die direk- 
ten Faktoren von Z,* regular vertauscht, gibl;‘L?%n Element x E .Z,* mit 
C,(x) = 1. Daraus ergibt sich H n Hz = 1. Sei HI = (Jy=r HxiH die Zerlegung 
von HI in Doppelnebenklassen nach H. Wir konnen xi = x wahlen fiir ein i. 
Da q und 1 HI 1 teilerfremd sind, sind alle im folgenden betrachteten H- und 
Hr-Moduln iiber GF(q) vollreduzibel. Nach Mackey ist (M”I)~ = 
@;a ((M 0 4 D HZ,nH)H. Der Summand fur xi = x ist ((M @ x)~)~. Also 
enthalt (M”I)~ den regularen und damit such den irreduziblen trivialen 
H-Modul 2, iiber GF(q) als Teilmodul. Nach Nakayama folgt die Existenz 
eines Homomorphismus q~ E Hom,,(,)lH,](Z>, M%) mit q~ # 0. 1st I’ ein irredu- 
zibler Teilmodul von ZF/Kern v, so ist I’ ein Teilmodul von M%. Nach 
Nakayama enthalt I’, also M als Faktormodul, d.h. es gibt einen Teilmodul T 
von V,, so daD T/,/T imd M H-isomorph sind. Wegen der Vollreduzibilitat 
von ZF ist V ein Teilmodul von Zp. Also enthalt V, nach Nakayama such Z, 
als Faktormodul. Sei H, die zerfallende Erweiterung von V mit HI . Sei S ein 
!+Projektor von H, , der H enthalt. Dann ist S < VH. Da V, einen zu M 
isomorphen Faktormodul besitzt, ist G isomorph zu einer Faktorgruppe von 
VH. Da GE sj ist, wird diese Faktorgruppe von S gedeckt. Aus der Deck- 
Meide-Eigenschaft von !+j folgt nun S = VH. Andererseits enthalt V, nach 
Konstruktion den irreduziblen trivialen H-Modul als Faktormodul. Deshalb 
besitzt VH eine nichttriviale q-Faktorgruppe. Das widerspricht aber Z, $9; 
w.z.b.w. 
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1st f  eine Formation, so ist nach Definition Am7 die maximale in Eof enthaltene 
Formation. Wir wollen zum Abschlul3 noch untersuchen, wann A,f == Ecpf ist, 
d.h. warm &,f schon selbst eine Formation und damit die von f  erzeugte gesat- 
tigte Formation ist. 
Zunachst erinnern wir an die folgende AbschluBoperation: 
Ex’B = (G j G besitzt einen Normaheifer N mit G/N E %Y derart, daD 
alle Hauptf~toren von G, die unterhalb von N liegen, kom- 
plementierbar sind). 
1st f  eine Formation, so ist EKf nach Doerk [SJ ebenfalls eine Formation. 
3.1. DEFINITION. 1st f  eine Formation, so sei AKf = (G 1 G E l&f, Pr(G) C 
Wf) U WGf)). 
Offenbar liegt A,f in der von f  erzeugten gesattigten Formation, und f  ist 
genau dann gesattigt, wenn A,f = AKf. 
3.2. S&z. 1st f  eine Formation, so ist such AKf eine Formation mit 
f C AJ = Wf. 
B&X& Offenbar ist AKf = .&f CT (G / Pr(G) C Prff) U Fr(E,f), Fr(G) C 
Fr(f)), also nach X.3 eine Formation mit f  C A&. 
Sei nun GE AKsf, von minimaler Ordnung nicht aus AKf. Da AKf eine 
Formation ist, besitzt G nur einen minimalen Normalteiler K, und aus AK- C l&-f 
folgt, dab K komplementierbar, also G primitiv ist. Also ist G E Fr(E&,f). Sei 
$j die von f  erzeugte gesattigte Formation. Aus A,f 6 $j folgt 8$&f C $‘$ und 
damit such G E 5. 1st char I( = p und H ein Komplement von .K in G, so gibt 
es folglich nach [3] eine Gruppe X E f  mit O,(X) = 1 und einen Normalteiler 
T von X mit X/Z’s H. Da K ein treuer und irreduzibler H-Modul fiber 
GF@) ist, ist O,(H) = 1, also O,(X) < T. Also ist such Q(X) < T. Aus 
O,/(X) = 1 folgt bekanntli~h such O~,(X~~(X)) = 1, und somit hat such 
X/@(X) die obigen Eigenschaften von X. Sei h4 = O,(X)/@(X). Dann ist 1M 
ein treuer X = X/O,(X)-Modul iiber GQ). Da H eine Faktorgruppe von X 
ist, ist K ein X-Modul. Nach Steinberg, vergleiche [9, VI, 7.191, ist 1[( also 
Kompositionsfaktor eines Tensorprodukts MI @E-;l;;l@ IM = M@c. 1st c = I, 
d.h. ICI schon Kompositionsf~tor von &f, so ist G eine Faktorgruppe von X, 
also GE f. Also kijnnen wir c 2 2 annehmen. Sei N die wie in 12, 2.51 aus M 
konstruierte p-Gruppe. Dann hat N die folgenden Eigenschaften: 
(I) x ist eine Untergruppe der Automorphismen~ppe von N, 
(2) ~~~(~) ist direkte Summe zu M isomorpher x-Moduln, 
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(3) 2v hat die Klasse c, 0(N) ist elementar-abelsch, und das letzte Glied 
der absteigenden Zentralreihe ist als X-Modul isomorph zu Msc. 
Sei Y die gem&l3 (1) gebildete zerfallende Erweiterung von N mit x. Dann ist 
nach (2) Y/@(N) E f, also YE &,f. D a c 3 2 ist, ist 0(N) > 1 und damit 
nach (3) &PC < Q(Y). Da K ein Kompositionsfaktor von MBc ist, folgt 
G E Fr(Y), also doch G E Fr(E,f) und damit AK2f = AJ; w.2.b.w. 
3.3. Satz. Sei f  eine Formation und 3 die von f  erzeugte gesattigte Forma- 
tion. Dann sind gleichwertig: 
(1) 5 = Gf7 
(2) &f = f9 
(3) 1st GE f, p ) / G j und M ein irreduzibler G/O,*,(G)-Modul fiber 
GF(p), so ist die zerfallende Erweiterung von M mit G/O,,,(G) aus f. 
Beweis. Wir zeigen zunachst, da13 (3) aus (1) folgt. Sei dazu G E f, p / 1 G 1 
und M ein irreduzibler G/Opt,(G)-Modul fiber GF(p). Nach [9, VI, 7.231 ist 
die zerfallende Erweiterung X von M mit G/O,*,(G) aus 5. Dann sind X/@(X) 
und X/M aus f. Aus M n Q(X) = 1 folgt also X E f. 
Es gelte nun (3) und es sei GE Azf, von minimaler Ordnung nicht aus f. 
Dann ist G primitiv und nach Definition aus Fr(E&. Sei M der minimale 
Normalteiler von G und char M = p. Dam-r gibt es also eine Gruppe X E ,?&f 
mit GE Fr(X), d.h. X besitzt eine Faktorgruppe X/T g G/M und einen 
frattinischen Hauptfaktor K/L, der GF@) [G/M]-isomorph ist zu M. Natiirlich 
hat such X/L diese Eigenschaft, d.h. wir kijnnen L = 1 annehmen. Dann ist 
K < @p(X). Bekanntlich ist O,,,(X/@(X)) = O,,,(X)/@(X). Es ist X/@(X) E f  
und wegen O,,,(X) < C,(K) ist K ein irreduzibler X/@(X)/O,,P(X/@(X))- 
Modul. Also ist die zerfallende Erweiterung Y von K mit X/O,,,(X) aus f. 
Offenbar ist G isomorph zu einer Faktorgruppe von Y, also doch G E f. Somit 
folgt (2) aus (3). 
Es gelte nun (2). Wir zeigen, da0 dann &,f eine gesattigte Formation ist. 
Dazu geniigt es, &f = A,f zu zeigen. Aus &f = f  folgt aber offenbar 
&f = {G I G E J&f, Fr(G) C &f), also A,f = (G / G E E,f, Fr(G) Z 
f u Fr(E,f)} = .7&f; w.z.b.w. 
Eine unmittelbare Folgerung aus AK2f = AK7 sowie 3.3 ist 
3.4. KOROLLAR. Sei f eine Formation und $j die von f erzeugte gesiittigte 
Formation. Dunn gilt : 
(a) 5 = b&f = A&f, 
(b) P45) = Vf) U JWGf). 
KAY-UWE SCHALLER 
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